Transcendenz von e und 7.
Von

P. GorDAN in Erlangen.

Hermite hat die Transcendenz von e und Lindemann die von 7 bewiesen, d. h. sie haben gezeigt, dass keine ganze
Function mit ganzzahligen Coefficienten e oder 7 zur Wurzel hat.

Neuerdings haben Hilbert und Hurwitz Vereinfachungen des Beweises angebracht, in Folge deren er sich folgen-
dermassen gestaltet.

Die Function e” ist durch die Reihe definirt:

2 a3

Dieselbe geht, wenn man die symbolische Bezeichnung einfiihrt:

rl=h"
und mit dieser Grosse und einer beliebigen ganzen Zahl ¢, multiplicirt, in die Formel iiber:
(1) erh’e® = (x+h)" 4+ cpax’uy ...

wo u, die Reihe:?

T 332

r+1+r+1-r+2+”

u,,. =
bedeutet. Ist:3
¢ =mod. x

so hat man:
mod. u, < et

und wenn man:

Up = QTeg

setzt:
mod. ¢, < 1.

Aus der Formel (1) folgen nun die folgenden:

crh’e® =c.(x+h)" + cratgres,

e’ Z e h” = Z er(x+h)" + ef Z crqrx”
r=0 r=0 r=0
und, wenn man:
Z e’ = 90(55), Z CTQTIT = 1/)(33)
r=0 r=0
setzt:
(2) e"o(h) = p(x + h) + e“1)(x).

Giebt es nun eine Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten:

}il C,.e* =0,
2=0

so wird aus Formel (2):
»x=n x=n

(3) 0= Coup(e+h)+ > Cotp(s)e”.
2=0 2=0
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Wihlt man fiir ¢ die Function:*

—z,2—xz...n—z)?

und fiir p eine Primzahl grosser als die Zahlen n und Cjy, so werden in F. (3) die Grossen:
o(h+ )
ganze Zahlen.
p(h+1), p(h+2)...0(h +n)
haben den Factor p,
Cop(h)
hat ihn nicht.

Lésst man p wachsen, so werden ¢ und ¢ beliebig klein, Formel (3) ist unméglich und die Zahl e transcendent.
Wiire im die Wurzel einer Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten

(4) clx —wr)(x —wa)...(r —w,) =0,
so hétte man die Formel:
(5) (I4+e“)(14e"2)---(1+€ev).
Befinden sich unter den Summen
Wiy Wi+ Wiy Wi+ Wy + Wy ..

C — 1 verschwindende Grossen und bezeichnet man die {ibrigen durch:

a1, g, Q3 ...0p
und ihre Moduln durch:

ai, ag, A3 ...G0n,

so wird Formel (5):
(6) 0=C+ > e
x=1

Sowohl die symmetrischen Functionen der cw,, als auch die der ca,, sind ganze Zahlen.
Nach Formel (2) wird dann:

(7) 0=Co(h)+ 3 plow+h)+ Y e o).

Dieses Mal sei:

p—1
r) = —-—

o(z) =1

und p eine Primzahl grosser als die Zahlen:

PPNy —ay o —agw— ay)P

Cin;c c"arag...ap.
Die Grossen @(h) und Z (e, + h) sind ganze Zahlen:
=1
> @(as +h)
»w=1
hat den Factor p; Cp(h) aber nicht.
Wiichst p, so werden die Moduln von ¢ und v beliebig klein.
Die Formel (7) ist unmoglich und daher 7 eine transcendente Zahl.

Erlangen im Mai 1893.

4. e., o(z) = %(1 —o)P(2— )P (n— )P



